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1. (i) Sei D = D(€) das von einer Familie £ c P(X) erzeugte Dynkin-System. Dann
ist das Dynkin-System D genau dann eine o-Algebra, wenn es das System endlicher
Durchschnitte von Mengen aus £ enthélt.

(ii) Geben Sie ein Beispiel einer nicht n-stabilen Familie £ < P(X), fiir die D(E)
eine o-Algebra ist.

(iii) Ist A eine o-Algebra auf X und sind p, v Mafle auf A mit gleicher endlicher
Gesamtmasse, p(X) = v(X) < o, so ist die Teilmengenfamilie

A {MeAlp(M)=v(M)}
ein Dynkin-System. Folgern Sie,\dass die Mafle 4 und v gleich sind, sobald sie auf
einem N-stabilen Erzeugersystem'iibereinstimmen.

(iv) Sind A; Dynkin-Systeme auf Mengen X; (i = 1,...,n), so ist die Familie von
Zylindermengen Z(A,...,A,) ein Dynkin-System auf X; x ... x X,,. Firn > 2 ist
es i.a. nicht Nn-stabil.

(v) Sei (X, A, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum (dh (X, .A) ein Messraum und g ein
Mafl mit Gesamtmasse u(X) = 1) und A € A ein Ereignis (dh eine messbare
Teilmenge). Dann ist die Teilmengenfamilie

{Be Alu(An B) = u(A)u(B)}
(der von A stochastisch unabhingigen Ereignisse) ein Dynkin-System auf X.

2. Ist f: X — Y eine Abbildung von Mengen und ist A < P(X) eine o-Algebra, so
auch die Familie

(McY|f'(M)eA < PY).

Sie ist die grifste o-Algebra auf Y, beziiglich derer die Abbildung f bei gegebener
o-Algebra A auf X messbar ist. (Diese Konstruktion ist analog zur Konstruktion
der Quotiententopologie.)

3. Die Produkt-o-Algebra hat die folgende universelle Eigenschaft: Seien (X, A;) fiir
i=1,...,nund (Y, B) Messrdume. Dann ist eine Abbildung

f:(V)B)—» (Xix..xX,,AA®...0A,)
genau dann messbar, wenn die Komponentenabbildungen
fi=miof: (Y,B) - (Xia-Ai)
messbar sind.
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