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1. (i) Sei D “ DpEq das von einer Familie E Ä PpXq erzeugte Dynkin-System. Dann
ist das Dynkin-System D genau dann eine �-Algebra, wenn es das System endlicher
Durchschnitte von Mengen aus E enthält.

(ii) Geben Sie ein Beispiel einer nicht X-stabilen Familie E Ä PpXq, für die DpEq

eine �-Algebra ist.

(iii) Ist A eine �-Algebra auf X und sind µ, ⌫ Maße auf A mit gleicher endlicher
Gesamtmasse, µpXq “ ⌫pXq † 8, so ist die Teilmengenfamilie

tM P A |µpMq “ ⌫pMqu

ein Dynkin-System. Folgern Sie, dass die Maße µ und ⌫ gleich sind, sobald sie auf
einem X-stabilen Erzeugersystem übereinstimmen.

(iv) Sind Ai Dynkin-Systeme auf Mengen Xi (i “ 1, . . . , n), so ist die Familie von
Zylindermengen ZpA1, . . . ,Anq ein Dynkin-System auf X1 ˆ . . .ˆXn. Für n • 2 ist
es i.a. nicht X-stabil.

(v) Sei pX,A, µq ein Wahrscheinlichkeitsraum (dh pX,Aq ein Messraum und µ ein
Maß mit Gesamtmasse µpXq “ 1) und A P A ein Ereignis (dh eine messbare
Teilmenge). Dann ist die Teilmengenfamilie

tB P A |µpA X Bq “ µpAqµpBqu

(der von A stochastisch unabhängigen Ereignisse) ein Dynkin-System auf X.

2. Ist f : X Ñ Y eine Abbildung von Mengen und ist A Ä PpXq eine �-Algebra, so
auch die Familie

tM Ä Y | f´1
pMq P Au Ä PpY q.

Sie ist die größte �-Algebra auf Y , bezüglich derer die Abbildung f bei gegebener
�-Algebra A auf X messbar ist. (Diese Konstruktion ist analog zur Konstruktion
der Quotiententopologie.)

3. Die Produkt-�-Algebra hat die folgende universelle Eigenschaft: Seien pXi,Aiq für
i “ 1, . . . , n und pY,Bq Messräume. Dann ist eine Abbildung

f : pY,Bq Ñ pX1 ˆ . . . ˆ Xn,A1 b . . . b Anq

genau dann messbar, wenn die Komponentenabbildungen

fi “ ⇡i ˝ f : pY,Bq Ñ pXi,Aiq

messbar sind.

Wenn Sie Ihre Übungen bis Freitag dem 24.11.2023 um 16:00 Uhr in Moodle einreichen, versuchen wir Ihnen zu möglichst

vielen Ihrer Abgaben eine Rückmeldung zu geben. Bitte benennen Sie die Datei als B5 Name1 Name2, wenn Sie z.B. zu

zweit abgeben, wobei Name1 der Nachname der einreichenden Person sein sollte.

 

B

von



Aufgabe 1

Sei E Pax D DIE

Bel D ist 8 Algebra F 99kg Eschnitte

Beweis
ECD x u Du stabil FCD

sei FCD D F CD D D
Istabil LL

ECT DEICDCF DE DLF
am



Ii Gesucht ECPC nicht a stabil s.d.DE 8Algebra

Sei 1.2.33 E 1,23 2,33

D E 1,23 2,33 13233 1,33 23 1.2.33 P x

EPIC DIE P x

n EILE
keinDynkinSystem

iii A O Algebra auf X V µ Maße mit VEACH 00

Bett M MEAN M µ M ist ein Dynkin System

Beweis Überprüfe 1 3

1 v10 0 µ EM

2 AEM V AC VCA VCA

HAI H A µ AC

NEM

3 An nen pw disjunkt An EM

VLL An TEVCAN Eat An HG.LA



KANEM

Ist ECP x ein A stabiler

Erzeuger von A d.h OCD A mit Eck

Bet p

Bey Z Z M A

ECM M Dynkin System ECD E CM
Algebra

ECOLE ACDCEICMCA
MA

iv Ai Dynkin Systeme auf Menge Xi

Bel Z An An ist ein Dynkin System
Beweis

D EZ

AEZ A THAI für ein ie 1 h und AieAi

ALTIANEZ
Ii



Dn nein Dn EZ pw disjunkt

Jie 1 n 5d Dn TIAN
Und AnEti mit An Pw disjunkt

AIEAiu.Aj.CA
n
Dn TEAM

TIEGEL mit it

THAI nTj A

es

Für nzz ist Z i A nicht n stabil

falls alle Ai Algebren

1 21,23 X2 An Az P 1,2

V Sei X A H W raum d.h Messraummit µ x 1

Sei AEA ein Ereignis Dann ist



BEA µ ARB VCA HCB

ein Dynkinsystem

Beispiele

Wurf von fairen X KK KZI.CZ 7,7
zwei Münzen

PCX

HEX EX

A die erste Münze ist Z Z.kl.CZ 2

B KIKI ALAI
ALBI AID
MANB D

abhängig

C die zweite Münze ist Zahl

ZZ KH
CMA ZH

µ A HCC p ANC

BETÄANO
HC 0 0 MCA HAI HCD

DEN

BEN A ABWARB
B

I



µ AnB µ AB µ A µ AnB

Additiv u Endlichkeit

BEI µ A µ A µ B

µ AI 1 µ B

p
H A µ Be

µ X BW XD

BEN

Seien B nein Bn EU P W disjunkt

µ AnLNBn HELFE.tn

FEHLANBREIEHAT µ Bn A µ Bn

rAdd



Aufgabe2 f Y AcPCx o Algebra

Dann ist
f MCY FMEA

ist eine 8Algebra die größte o Algebra B auf Y
5d f A Y B messbar

ist.BEIa 0EA s0Ef
A.MEfA f MC f EMEA ME A

Mnnew Mme A f Mn Lithium t

A

Wenn f x A Y B messbar

BEB f B EA BEG A

BE fixt

Bemerkung

Quotienttopologie X T topol Äquivalenzrelationauf
Raum

F mit T MCKINNEY



topRaum

7 größt Topologie s.d.IT X stetig ist

Aufgabe
Seien Xi Ai i A in 4 B Messräume

Bett Eine Abb

f 4 B

fi EEf
ist messbarg dW T Ana An it

fi Tiof messbar i 1 in

messbar ist h

FIFFI Ti of messbar als KompositionmessbarerAbb

Seien nun alle fi messbar
2 z f A An FCA IAEA An



Wir wissen BI f Ai FC Ai

fi messbar

B OCEAN A

ACETEIL
E fTOCZA An

f Ana An

Behi Ist f Y Abb E CPA
Dann gilt off E f ECE

Bene fEOCE ist o Algebra nach V
E FCE f OCD

f E f ECE

I f offen Max f IM ES FCN
ist s Algebra nach An

die Σ enthält MEE f MEFFEICOLFCEN

OCD HFC

Fcc Ef off E off a


